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Zusammenfassung

Die Heidelberger Numerikbibliothek wurde begleitend zu den Vorlesungen FEin-
fihrung in die Numerik und Numerik in der Programmiersprache C++ entwickelt
und stellt einfach zu benutzende Klassen fiir grundlegende Aufgaben in der Numerik
bis hin zur Losung von gewdhnlichen Differentialgleichungen zur Verfiigung. In fast
allen Klassen ist der benutzte Zahlentyp parametrisierbar so dass auch hochpréazise
Rechnungen durchgefiihrt werden kénnen.
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1 Einfiihrung

1.1 Was ist HDNUM

Die Heidelberger Numerikbibliothek (HDNUM) ist eine C+-+-basierte Bibliothek zur Durch-
fiihrung der praktischen Ubungen zu den Vorlesungen FEinfiihrung in die Numerik und
Numerik (gewohnlicher Differentialgleichungen). Die aktuelle Version ist unter

https://parcomp-git.iwr.uni-heidelberg.de/Teaching/hdnum

verfligbar und wird mit dem Versionskontrollsystem git verwaltet. Spezifische Versionen
konnen auf der jeweiligen Vorlesungswebseite veroffentlicht werden.

Ziele bei der Entwicklung von HDNUM waren i) die einfache Benutzbarkeit (inklusi-
ve einfacher Installation), ii) die Demonstration objektorientierter Programmierung in der
Numerik sowie die Moglichkeit zur Durchfithrung von Berechnungen mit beliebiger Ge-
nauigkeit auf Basis der Gnu Multiple Precisiorﬂ Bibliothek. Derzeit bietet HDNUM die
folgende Funktionalitét:

1) Klassen fiir Matrizen und Vektoren

2) Losung linearer Gleichungssystem
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)
)
3) Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
) Losung von Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen
)

5) Loésung der Poissongleichung mit Finiten Differenzen

"https://gmplib.org


https://parcomp-git.iwr.uni-heidelberg.de/Teaching/hdnum
https://gmplib.org

1.2 Installation

HDNUM ist eine ,header only* Bibliothek und erfordert keine Installation ausser dem
Herunterladen der Dateien. Die aktuelle Version kann man mittels

$ git clone https://parcomp-git.iwr.uni-heidelberg.de/Teaching/hdnum.git

herunterladen. Hierzu ist das Programm git erforderlich, welches fiir alle Betriebssysteme
frei erhéltlich ist. Alternativ wird tiblicherweise auch ein komprimiertes tar-archive auf
der Homepage der jeweiligen Vorlesung angeboten. Dies entpackt man mittels

$ tar zxvf hdnum-XX.tgz

In dem entpackten bzw. installiertem Verzeichnis findet man die folgenden Dateien und
Unterverzeichnisse:

e hdnum.hh: Diese Header-Datei ist in ein C++-Programm einzubinden um HDNUM
nutzen zu kénnen.

e Das Verzeichnis mystuff ist fiir ihre Programme vorgesehen aber Sie konnen natiir-
lich jedes andere Verzeichnis nutzen. Wichtig ist nur, dass der Compiler die Datei
hdnum.hh findet. Im Verzeichnis mystuff ist schon ein Beispielprogramm um gleich
loslegen zu koénnen. Dieses Programm iibersetzt man mit:

$ cd mystuff
$ g++ -I.. -o example example.cc

Diese Befehle setzen voraus, dass auf ihrem System der GNU C++-Compiler instal-
liert ist. Unter Windows oder fiir andere Compiler miissen Sie die Befehle entspre-
chend anpassen.

e Das Verzeichnis examples im HDNUM-Ordner enthélt viele Beispiele geordnet nach
Programmierkurs, Numerik 0 und Numerik 1.

e Das Verzeichnis src im HDNUM-Ordner enthélt den Quellcode der HDNUM Biblio-
thek. Diese Dateien werden von hdnum.hh eingebunden.

e Das Verzeichnis programmierkurs im HDNUM-Ordner enthalt die Folien zum Pro-
grammierkurs.

e Das Verzeichnis tutorial im HDNUM-Ordner enthélt den Quellcode fiir dieses Do-
kument.

GNU Multiple Precision Bibliothek

HDNUM kann Berechnungen mit hoher Genauigkeit durchfithren. Hierzu ist die GNU
Multiple Precision Bibliothek (GMP) erforderlich, welche Sie fiir viele Systeme kostenlos
erhalten kdnnen. Um GMP nutzen zu kénnen miissen Sie in der Datei hdnum.hh die Zeile

#define HDNUM_HAS_GMP 1

auskommentieren. Zusétzlich sind eventuell Compileroptionen notwendig damit der Com-
piler die Headerdateien und Bibliotheken von GMP findet. Dies kann dann so aussehen:

$ g++ -I.. -I/opt/local/include -o example example.cc -L/opt/local/lib —1gm4xx -lgmp




2 Lineare Algebra

2.1 Vektoren
hdnum: :Vector<T>
e hdnum: :Vector<T> ist ein Klassen-Template.
e Es macht aus einem beliebigen (Zahl-)Datentypen T einen Vektor.
e Auch komplexe und hochgenaue Zahlen sind moglich.
e Vektoren verhalten sich so wie man es aus der Mathematik kennt:

— Bestehen aus n Komponenten.

Diese sind von 0 bis 7 — 1 (!) durchnummeriert.
— Addition und Multiplikation mit Skalar.
Skalarprodukt und Euklidsche Norm

— Matrix-Vektor-Multiplikation

e Die folgenden Beispiele findet man in vektoren.cc

Konstruktion und Zugriff

e Konstruktion mit und ohne Initialisierung

hdnum: :Vector<float> x(10); // Vektor mit 10 Elementen
hdnum::Vector<double> y(10,3.14); // 10 Elemente initialisiert
hdnum: :Vector<float> a; // ein leerer Vektor

e Speziellere Vektoren

hdnum::Vector<std::complex<double> >
cx(7,std::complex<double>(1.0,3.0));

mpf_set_default_prec(1024); // Setze Genauigkeit fuer mpf_class

hdnum::Vector<mpf_class> mx(7,mpf_class("4.44"));

o Zugriff auf Element

for (std::size_t i=0; i<x.size(); i=i+1)
x[i]l = i; // Zugriff auf Elemente

e Vektorobjekt wird am Ende des umgebenden Blockes geldscht.

Kopie und Zuweisung

e Copy-Konstruktor: Erstellen eines Vektors als Kopie eines anderen

hdnum::Vector<float> z(x); // 2z ist Kopie von =

e Zuweisung, auch die Gréfe wird iiberschrieben!

b = z; // b kopiert die Daten aus z
a = 5.4; // Zuweisung an alle Elemente
hdnum: : Vector <double> w; // leerer Vektor
w.resize(x.size()); // make correct size

W = X; // copy elements

e Ausschnitte von Vektoren

hdnum::Vector<float> w(x.sub(7,3));// w tst Kopie won z=[7],...,z/[9]
z = x.sub(3,4); // z ist Kopie wonm z[3],...,z[6]



Rechnen und Ausgabe

e Vektorraumoperationen und Skalarprodukt

w o+= z; // w = wtz

w o-= z; //w o= w-z

w %= 1.23; // skalare MNultiplikation
w /= 1.23; // skalare Division
w.update(1.23,z); // w = w + a*z

float s;

S = w*xz; // Skalarprodukt

e Ausgabe auf die Konsole

std::cout << w << std::endl;// schoene Ausgabe

w.iwidth (2); // Stellen in Indezausgabe
w.width (20) ; // Anzahl Stellen gesamt
w.precision(16); // Anzahl Nachkommastellen

std::cout << w << std::endl;// nun mit mehr Stellen
std::cout <<cx << std::endl;// geht auch fuer complez
std::cout <<mx << std::endl;// geht auch fuer mpf_class

Beispielausgabe

[ 0] 1.204200e+01

[ 1] 1.204200e+01

[ 2] 1.204200e+01

[ 3] 1.204200e+01

[ 0] 1.2042000770568848e+01

[ 1] 1.2042000770568848e+01

[ 2] 1.2042000770568848e+01

[ 3] 1.2042000770568848e+01

Hilfsfunktionen

float d = norm(w); // Euklidsche Norm

d = w.two_norm(); // das selbe

zero (w) ; // das selbe wie w=0.0
£fill(w,(float)1.0); // das selbe wie w=1.0
£fill(w,(float)0.0,(float)0.1); // wl[0]=0, w[1]=0.1, w[2]=0.2,
unitvector (w,2); // kartesischer Einheitsvektor
gnuplot ("test.dat",w); // gnuplot Ausgabe: % w([i]
gnuplot ("test2.dat",w,z); // gnuplot Ausgabe: w[i] z[i]
Funktionen

e Beispiel: Summe aller Komponenten

double sum (hdnum::Vector<double> x) {
double s(0.0);
for (std::size_t i=0; i<x.size(); i=i+1)
s = s + x[i];
return s;

e Verbesserte Version mit Funktionentemplate und by-const-reference Ubergabge



template<class T>
T sum (const hdnum::Vector<T>& x) {

T s(0.0);

for (std::size_t i=0; i<x.size(); i=i+1)
s = s + x[i];

return s;

}

e By-value Ubergabe ist be groken Objekten vorzuziehen

2.2 Matrizen
hdnum: :DenseMatrix<T>
e hdnum: :DenseMatrix<T> ist ein Klassen-Template.
e Es macht aus einem beliebigen (Zahl-)Datentypen T eine Matrix.
e Auch komplexe und hochgenaue Zahlen sind moglich.
e Matrizen verhalten sich so wie man es aus der Mathematik kennt:

— Bestehen aus m x n Komponenten.

Diese sind von 0 bis m — 1 bzw. n — 1 (!) durchnummeriert.

m X n-Matrizen bilden einen Vektorraum.

Matrix-Vektor und Matrizenmultiplikation.

e Die folgenden Beispiele findet man in matrizen.cc

Konstruktion und Zugriff

e Konstruktion mit und ohne Initialisierung
hdnum: :DenseMatrix<float> B(10,10); // 10x10 Matriz uninitialisiert
hdnum: :DenseMatrix<float> C(10,10,0.0); // 10xz10 Matriz initialisiert

e Zugriff auf Elemente

for (int i=0; i<B.prowsize(); ++i)
for (int j=0; j<B.colsize(); ++j)
B[il[j]l] = 0.0; // jetzt ist B initialisiert

o Matrixobjekt wird am Ende des umgebenden Blockes gelscht.

Kopie und Zuweisung

e Copy-Konstruktor: Erstellen einer Matrix als Kopie einer anderen

hdnum::DenseMatrix<float> D(B); // D Kopie won B

e Zuweisung, kopiert auch Grofe mit

hdnum: :DenseMatrix<float> A(B.rowsize () ,B.colsize()); // korrekte Groesse
A = B; // kopieren

e Ausschnitte von Matrizen (Untermatrizen)

hdnum::DenseMatrix<float> F(A.sub(1,2,3,4));// 3z4 Mat ab (1,2)



Rechnen mit Matrizen

e Vektorraumoperationen (Vorsicht: Matrizen sollten passende Grofe haben!)

A += B; // 4 = A+B

A -= B; // 4 = A-B

A x= 1.23; // Multiplikation mit Skalar
A /= 1.23; // Division durch Skalar
A.update(1.23,B); // 4 = 4 + s*B

e Matrix-Vektor und Matrizenmultiplikation

hdnum: :Vector<float> x(10,1.0); // make two wectors
hdnum::Vector<float> y(10,2.0);

A.mv(y,x); // y = d*z

A umv (y,x); /)y =y + Axz
A.unmv(y,(float)-1.0,x); // y = y + s*d*z

C.mm(A,B); // C = A*B

C.umm(A,B); // C = C + A*B

A.sc(x,1); // mache = zur ersten Spalte von 4
A.sr(x,1); // mache z zur ersten Zeile won A4
float d=A.norm_infty (); // Zeilensummennorm

d=A.norm_1(); // Spaltensummennorm

Ausgabe und Hilfsfunktionen

e Ausgabe von Matrizen

std::cout << A.sub(0,0,3,3) << std::endl;// &schne Adusgabe

A.iwidth (2); // Stellen in Indezausgabe
A.width (10); // Anzahl Stellen gesamt
A.precision(4); // Anzahl Nachkommastellen

std::cout << A << std::endl;// nun mit mehr Stellen

e cinige Hilfsfunktionen

identity (A);

spd (A);
£fill(x,(float)1l,(float)1l);
vandermonde (A, x);

Beispielausgabe
0 1 2 3
0 4.0000e+00 -1.0000e+00 -2.5000e-01 -1.1111e-01
1 -1.0000e+00 4.0000e+00 -1.0000e+00 -2.5000e-01
2 -2.5000e-01 -1.0000e+00 4.0000e+00 -1.0000e+00
3 -1.1111e-01 -2.5000e-01 -1.0000e+00 4.0000e+00

Funktion mit Matrixargument
Beispiel einer Funktion, die eine Matrix A und einen Vektor b initialisiert.

template<class T>
void initialize (hdnum::DenseMatrix<T>& A, hdnum::Vector<T>& b)
{
if (A.rowsize ()!=A.colsize() || A.rowsize ()==0)
HDNUM_ERROR ("need  square and nonempty matrix");
if (A.rowsize()!=b.size())
HDNUM_ERROR ("b_must have_ same_ size_asyA");
for (int i=0; i<A.rowsize(); ++i)



{
b[i]l] = 1.0;
for (int j=0; j<A.colsize(); ++j)
if (j<=i) A[il[j]1=1.0; else A[il[j1=0.0;

Im Folgenden geht es um Loser fiir Gleichungssysteme. Ist das zu losende Gleichungs-
system linear, so verwendet man eine LR~ oder QR-Zerlegung. Im nichtlinearen Fall, der
beispielsweise bei den in Numerik 1 behandelten impliziten Runge-Kutta Verfahren auf-
tritt, macht man sich Fixpunktiterationen, wie z.B. im Newtonverfahren zunutze.

2.3 LR Zerlegung
2.3.1 Kurze Erkliarung des Algorithmus

Die LR-Zerlegung wird angewandt, um ein Gleichungssystem der Form Ax = b zu 16sen.
Dabei wird die regulére, quadratische Matrix A in eine linke untere Dreiecksmatrix L und
in eine rechte obere Dreiecksmatrix R Zerlegt, sodass A = LR. Zusétzlich ist meistens eine
Pivotisierung erforderlich, womit man schlieklich auf das System PA = LR kommt. Durch
diese Pivotisierung ist sichergestellt, dass das Diagonalelement der Matrix ungleich null
ist, denn sonst konnten wir unseren Algorithmus nicht anwenden.

Dabei unterscheidet man zum einen die Partialpivotisierung, bei der sichergestellt wird,
dass das betragsméRig grofite Element der Spalte unterhalb der Diagonale durch Zeilen-
permutationen auf die Diagonale getauscht wird. Bei der Totalpivotisierung betrachtet
man die ganze Matrix unterhalb der Diagonalen und sucht dort das betragsmaéfig grofste
Element, um es durch Zeilen- und Spaltenoperationen auf den aktuellen Diagonaleintrag
zu tauschen. Das betragsméfig grofite Element wird gewéhlt, um numerische Fehler zu
verringern.

2.3.2 LR-Zerlegung - How to

Will man ein Programm schreiben, dass ein lineares Gleichungssystem der Form Az = b
mittels LR-Zerlegung der Matrix A 16st, ist wie folgt vorzugehen:

e Zu Beginn erstellt man den Rechteseitevektor b und die Matrix A. Dies sieht zum
Beispiel so aus:
Vector <number> b(3);
b[0]=15;
b[11=73;
b[2]=12;

DenseMatrix <number> A(3,3);
Afo0][0]=2; Af0][1]=1; Af0][2]=7;
A[1]1[0]=8; A[1][1]=8; A[1]1[2]1=33;
A[2][0]=-4; A[2][1]1=10; A[2][2]=4;

e Zusatzlich bendtigen wir Vektoren x und p. Falls eine Totalpivotisierung durchge-
flihrt wird, ist ein weiterer Vektor ¢ zu erstellen. Um die Kondition der Matrix zu
verbessern kénnen die Funktionen row_equilibrate sowie apply_equilibrate an-
gewendet werden, fiir die ein zusétzlicher Vektor s bendtigt wird:

Vector <number> x(3,0.0);
Vector <number> s(3);

Vector<std::size_t> p(3);
Vector<std::size_t> q(3);



e Wie bereits im vorangegangenen Punkt erwéhnt, kann zu Beginn die Kondition der

2.4

Matrix A verbessert werden. Dies geschieht mithilfe der Funktionen row_equilibrate
und apply_equilibrate. Wie diese angewendet werden, kann man in den nachfol-
genden Punkten sehen.

Nun wendet man eine der folgenden Funktionen auf die Matrix A und den zuvor
erstellten Permutationsvektor p an. In unserem Beispiel fithren wir eine Totalpivoti-
sierung durch, weshalb wir den zusétzlichen Vektor ¢ benotigen:

row_equilibrate (A,s);
lr_fullpivot(A,p,q);

Fiir eine Partialpivotisierung ist die Funktion 1r_partialpivot, fiir eine LR-Zerlegung
ohne Pivotisierung die Funktion 1r zu verwenden. (Hierbei ist der zusétzliche Per-
mutationsvektor ¢ nicht notwendig.) Jetzt konnen wir das Gleichungssystem fiir viele
unterschiedliche rechte Seiten 16sen.

Dafiir miissen wir die rechte Seite wie folgt vorbereiten:

apply_equilibrate(s,b);
permute_forward (p,b);

Daraufhin rufen wir die Funktion solveL auf, die als Parameter die Matrix A, den
Rechteseitevektor b und einen Vektor y bekommt, in dem die Losung des Gleichungs-
systems Ly = b gespeichert wird. Um Speicherplatz zu sparen kénnen wir das Ergeb-
nis gleich in den bereits vorhandenen Vektor b schreiben.

Schlieflich wird noch die Funktion solveR benétigt, die das Gleichungssystem Rx =
y 16st. Die Funktion braucht als Parameter die Matrix A, den Rechteseitevektor y
(des Gleichungssystems Ly = b) sowie den Vektor z, in dem das endgiiltige Ergebnis
gespeichert wird:

solvelL(A,b,b);
solveR(A,x,b);

Falls eine Totalpivotisierung vorgenommen wurde, miissen zum Schluss die Permu-
tationen, die im Vektor ¢ (Spaltentransvormationen von A) gespeichert wurden, auf
das Ergebnis z mittels permute_backward angewendet werden:

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist nun im Vektor x gespeichert. In un-
serem Fall:

x[0] =1
x[1] = 2
x[2] = 3

Ausfiihrliche Erliuterungen zur Datei 1r.hh

Die Funktion 1r: Zu Beginn wird bei allen Funktionen tberpriift, ob eine qua-
dratische, nichtleere Matrix vorliegt und ob der Vektor p mit der gegebenen Matrix
kompatibel ist. In der ersten for-Schleife wird eine Zeile der Matrix gesucht, deren
Diagonalelement ungleich null ist. Anschliefsend wird diese Zeile mit der des aktu-
ellen Diagonalelements getauscht. Die Permutationen, welche durch die Pivotsuche
entstehen, werden im Vektor p gespeichert.



for (std::size_t k=0; k<A.rowsize()-1; ++k)
{
// finde Pivotelement und vertausche Reihen
for (std::size_t r=k; r<A.rowsize(); ++r)
if (Alr][k]!'=0)

{
plk]l = r; // speichere Permutation im Schritt k
if (r>k) //tausche komplette Reihe falls r!=k
for (std::size_t j=0; j<A.colsize(); ++j)
{
T temp(A[kI[j1);
AlkI[j] = Alr1[jl;
Alr]1[j]l = temp;
}
break;
}

if (A[k][k]==0) HDNUM_ERROR("matrix_ is,singular");
// Moifikation
for (std::size_t i=k+1; i<A.rowsize(); ++i)
{

T qik(A[il[k]/A[k][k]);

A[i][k] = qik;

for (std::size_t j=k+1; j<A.colsize(); ++j)
A[il[j] -= qik * A[k]I[j1;

}

In der zweiten for-Schleife wird dann die obere Dreiecksmatrix mit dem permutierten
A erstellt.

e Die Funktion 1lr_partialpivot:Parameter: Matrix A sowie Permutationsvektor p.
Diese Funktion fiihrt eine partielle Pivotisierung durch. Dabei geht sie wie folgt vor:
Zunéchst wird der Vektor p initialisiert, indem er mit den Werten 0 bis n — 1 (wobei
A € R™™) beschrieben wird. Danach wird in der Matrix A das Pivotelement (be-
tragsmafig grofte Element) in der aktuellen Spalte unterhalb des Diagonalelementes
gesucht und die erforderliche Permutation um dieses auf die Diagonale zu tauschen
im Vektor p gespeichert:
for (std::size_t k=0; k<A.rowsize()-1; ++k)

{
// finde Pivotelement
for (std::size_t r=k+1l; r<A.rowsize(); ++r)
if (abs(A[r][k])>abs(A[k]I[k]))

plk] = r; // speichert Permutation <im Schritt k
}

In der darauffolgenden Schleife werden die Zeilen k& und j getauscht, sodass das
Pivotelement auf der Diagonalen liegt.

e Die Funktion 1r_fullpivot: Diese Funktion geht dhnlich wie die Funktion 1r_partialpivot
vor, allerdings braucht sie einen zusétzlichen Vektor g, um eine Totalpivotisierung
durchzufiithren. Hierbei sind nicht nur Zeilen- sondern auch Spaltenvertauschungen
moglich, welche im Vektor ¢ gespeichert werden.

e Die Funktion permute_forward: Der Vektor p hat die notwendigen Permutationen
gespeichert. In dieser Funktion werden die Zeilenpermutationen auf den Vektor b
iibertragen:

for (std::size_t k=0; k<b.size()-1; ++k)
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if (p[k]l!=k)

{
T temp(b[k]);
b[k] = blplkl]l;
blp[k]] = temp;
}

e Die Funktion permute_backward: Diese Funktion wird am FEnde der Lr-Zerlegung
angewendet, um die in der Funktion permute_forward vorgenommenen Permutatio-
nen beim Rechteseitevektor wieder riickgdngig zu machen.

e Die Funktion row_equilibrate: Diese Funktion wird vor dem eigentlichen Algo-
rithmus angewendet, um die Kondition der Matrix zu verbessern (Equilibration). Die
Werte, durch die die Zeilen der Matrix dividiert werden, sind im Vektor s gespeichert:

for (std::size_t k=0; k<A.rowsize(); ++k)
{
s[k] = T(0.0);
for (std::size_t j=0; j<A.colsize(); ++j)
s[k] += abs(A[kI[j]1);
if (s[k]==0) HDNUM_ERROR("row,sumgis_zero");
for (std::size_t j=0; j<A.colsize(); ++j)
ATk1I[j1 /= slkl;

e Die Funktion apply_equilibrate: Die Verdnderungen, die an der Matrix A durch-
gefiihrt wurden, werden hier ebenfalls auf den Vektor b angewandt, um die Losung
nicht zu verfilschen.

e Die Funktion solveL: Parameter: Vektor z und Rechteseitevektor b. Diese Funktion
16st die Gleichung Lx = b. Dabei wird = folgendermafsen, iterativ bestimmt: x; =
i—1

bi — Z;:O lijl'j
for (std::size_t i=0; i<A.rowsize(); ++i)
{

T rhs(b[i]);

for (std::size_t j=0; j<i; j++)

rhs -= A[i][j] * x[j];

x[i] = rhs;

}

e Die Funktion solveR: Diese Funktion 16st die Gleichung Rz = b. Dabei wird z
folgendermafen bestimmt: x; = b; — Z;‘L;i1+1 rijx; (hierbei ist R € R™*™)

for (int i=A.rowsize()-1; i>=0; --1i)
{
T rhs(b[il);
for (std::size_t j=i+1; j<A.colsize(); j++)
rhs -= A[i][j] * x[j];
x[i] = rhs/A[i]l[i];
}

2.5 Iterationsverfahren - die Datei newton.hh

Jetzt wissen wir, wie wir lineare Gleichungssysteme der Form Ax = b 16sen konnen. Was ist
jedoch zu tun, wenn das Gleichungssystem nicht linear ist, z.B. im simplen, eindimensiona-
len Fall 22 = a? In der Vorlesung lernt man Verfahren, die sich Fixpunktiterationen zunutze
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machen, um der Losung sehr nahe zu kommen. Die Datei newton.hh stellt hilfreiche Werk-
zeuge bereit, um derartige Gleichungen und Gleichungssystem zu lésen. Das wichtigste ist
das Newtonverfahren, mit dem man nichtlineare Gleichungen der Form F(x) = 0 1dsen
kann. Zunéchst betrachten wir jedoch die konkrete Formulierung eines Problems in einer
Klasse.

2.5.1 Die Klasse SquareRootProblem

Um ein nichtlineares Gleichungssystem der Form f(z) = 0 lésen zu konnen miissen wir
zu Beginn eine Klasse fiir unser Problem erstellen. Diese ben6tigt neben einem geeigneten
Konstruktor und den Angaben iiber die Dimension des Problems eine Methode, die den
Funktionswert bereitstellt, und eine andere, welche die Ableitung der Funktion bereitstellt.
Wir zeigen dies beispielhaft an der Klasse SquareRootProblem:

class WurzelProblem
{
public:
typedef std::size_t size_type;
typedef N number_type;
WurzelProblem (number_type a_);
std::size_t size () const;
void F (const Vector<N>& x, Vector<N>& result) const;
void F_x (const Vector<N>& x, DenseMatrix<N>& result) const;

private:
number_type a;

};

e Typedef:

typedef std::size_t size_type;
typedef N number_type;

Bei den Typedefs am Anfang handelt es sich zwar nicht um Methoden, diese sind
jedoch ebenso wichtig. Wir wissen von vornherein nicht, welcher Datentyp letztlich
verwendet wird. Die Typedefs sind da, damit der Solver spéter erkennen kann, mit
welchem Zahlentyp die Klasse eigentlich arbeitet.

e Konstruktor:

WurzelProblem::WurzelProblem (number_type a_)
a(a_)

{3

Damit haben wir die Moglichkeit unterschiedliche Probleme der Form z? = a zu

l6sen, indem wir dem Konstruktor das gewiinschte a iibergeben.

e Dimension:

std::size_t Wurzelproblem::size () const
{
return 1;

}

e Funktionswert: f(z) = 2? — a:

void Wurzelproblem::F (const Vector<N>& x, Vector<N>& result) const

{
result [0] = x[0]*x[0] - a;
}
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Wir benotigen diese spezielle Form, da wir nur Probleme der Form f(z) = 0 losen
koénnen.

e Ableitung: f/(x) = 2z:

void Wurzelprobelem::F_x (const Vector<N>& x,
DenseMatrix<N>& result) const
{
result [0] [0] = number_type(2.0)*x[0];
}

(Die Ableitung muss manuell berechnet werden.)

Nachdem wir unsere Problemklasse erstellt haben, kénnen wir nun ein Objekt dieser Klasse
z.B. das Problem z? = 5 erstellen und dieses mit dem Newtonalgorithmus lsen. Dazu
gehen wir wie folgt vor:

e Objekt der Klasse WurzelProblem mit dem Namen ,problem® erstellen, welches die
Gleichung 22 = 5 repriisentiert:

WurzelProblem<Number> problem(5.0);
Nun miissen wir ein Objekt der Klasse Newton erstellen und diverse Parameter setzen:

2.5.2 Die Klasse Newton

e Folgendermafen kann man eine Instanz der Klasse Newton erstellen und alle Para-
meter setzen:

Newton newton; // Ein Newtonobjekt

newton.set_maxit (20); // mazimale Anzahl der Iteratioenen
newton.set_verbosity (2); // Ausfuehrlichkeit der Ausgaben
newton.set_reduction(l1e-100); // Reduktionsfaktor
newton.set_abslimit (1e-100); // maxzimaler absoluter Fehler
newton.set_linesearchsteps (3); // Wie viele Schritte fuer Linesearch

e Schlieklich bendtigen wir noch einen Vektor u, in dem die Lésung gespeichert wird.
Dieser muss die selbe Grofie wie unser Problem haben:

Vector <Number> u(problem.size());

e Den Startwert flir das Newton Verfahren setzten wir hier auf 17. Es kann natiir-
lich auch ein anderer Wert gewéhlt werden, man muss allerdings beachten, dass der
Startwert nicht zu weit von der Losung entfernt ist, da das Newton-Verfahren nicht
global konvergent ist.

ul0]=17.0;

e Jetzt konnen wir die Methode solve der Klasse Newton auf unser Problem anwenden:

newton.solve (problem,u);

o Wir bekommen als Losung dieses speziellen Wurzelproblems das Ergebnis:
u = 2.2361e + 00

Man kann solche Probleme nicht nur mit dem Newton-Verfahren 16sen, wie bereits
gesehen, sondern auch mittels der Klasse Banach.

13



2.5.3 Ausfiihrliche Erlduterungen zur Klasse Newton

Die Klasse Newton besteht im Wesentlichen aus einer Methode solve welche zum Ldsen
von nichtlinearen Gleichungen benutzt werden kann. Neben dieser Methode gibt es noch
einige Verfahrens-Parameter wie die maximale Iterationsanzahl, welche im Konstruktor
gesetzt werden konnen.

Beim Losen wird zuerst iiberpriift ob das Residuum r = F(x) bereits kleiner oder
gleich der Schranke abslimit ist. Ist dies der Fall, so ist der Startwert bereits gut genug
und wir sind fertig. Im anderen Fall wird mittels der LR-Zerlegung die néchste Suchrich-
tung 7 f(zx) "' f(zx) = 2 bestimmt. Mittels einer simplen Line-Search Methode wird ein
geeignetes A bestimmt und zp1 = xr — Az gesetzt.

for (size_type k=0; k<linesearchsteps; k++)

{
Yoo X
y.update (-lambda,z); // y = z-lambda*z
model .F(y,r); // r = F(y)
N newR (norm(r)); // berechnet Norm
}
if (newR<(1.0-0.25%1lambda)*R) // pruefe Konvergenz
{
X = y;
R = newR;
break;
}
else lambda *= 0.5; // reduziert Daempgungsfaktor
if (R<=reduction*RO) // pruefe Konvergenz
{
converged = true;
return;
}

2.5.4 Die Klasse Banach

e Lost ein nichtlineares System der Form F(z) = 0 mittels Fixpunktiteration z =
x —o* F(x)

e Die wichtigste Funktion ist die Funktion solve, die die eigentliche Losung durchfiihrt.
e Bei diesem Verfahren macht man sich den banachschen Fixpunktsatz zunutze.

e Eine konkrete Implementierung, wie ein Problem mit der Klasse Banach gelost wird
ist nicht in dieser Dokumentation enthalten, da dies sehr ahnlich zur Lésung mit der
Klasse Newton funktioniert. Ein Beispiel sieht man in der Datei wurzelbanach.cc.
Der einzige Unterschied besteht im Verfahrensparameter sigma, den man bei Banach
noch zusétzlich beachten muss.

2.5.5 Implementierung

class Banach
{
typedef std::size_t size_type;
public:
Banach ()
maxit (25), linesearchsteps (10), verbosity(0),
reduction(le-14), abslimit(1e-30), sigma(1.0), converged(false);
void set_maxit (size_type n);
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void set_sigma (double sigma_);

void set_linesearchsteps (size_type n);

void set_verbosity (size_type n);

void set_abslimit (double 1);

void set_reduction (double 1);

template<class M>

void solve (const M& model, Vector<typename M::number_type> x) const;
bool has_converged () const;

private:
size_type maxit;
size_type linesearchsteps;
size_type verbosity;
double reduction;
double abslimit;
double sigma;
mutable bool converged;

o Mit folgender Typdefinition spart man sich Schreibarbeit und es ist klarer, dass damit
eine Grofe gemeint ist.

typedef std::size_t size_type;

o Im Konstruktor werden allen privaten Parametern der Klasse Werte zugewiesen,...

Banach::Banach ()
maxit (25), linesearchsteps(10), verbosity(0),
reduction(le-14), abslimit(1e-30), sigma(1.0), converged(false)
{}

e ...die man dann mit den folgenden Funktionen nachtréglich noch &ndern kann. Der
Parameter ,maxit* sorgt dafiir, dass der spéter noch erlauterte Solver in keine End-
losschleife gerét, falls die Fixpunktiteration nicht konvergiert, sondern in diesem Fall
abbricht und meldet, dass keine Konvergenz vorliegt.
void Banach::set_maxit (size_type n)

{

maxit = n;

e Hier legt man den Verfahrensparameter o fest.

void Banach::set_sigma (double sigma_)
{
sigma = sigma_;

}

e Wie viele Schritte soll der Solver machen, bevor er abbricht? Die kann man hier
festlegen.

void Banach::set_linesearchsteps (size_type n)

{
linesearchsteps = n;

}
e Ausgabekontrolle: Je hoher die gesetzte Zahl ist, desto genauere Informationen zur

Konvergenz werden auf der Konsole ausgegeben. Was die einzelnen Zahlen bedeuten
sollte man sich allerdings bei Bedarf im Quellcode ansehen.
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void Banach::set_verbosity (size_type n)
{
verbosity = n;

}

e Fehlertoleranz

void Banach::set_abslimit (double 1)
{

abslimit = 1;

o Reduktionsfaktor

void Banach::set_reduction (double 1)
{
reduction = 1;

}

e Mit der Methode solve kann dann ein gegebenes Model unter Riickgriff auf die
‘private Members’ gelost werden.

template<class M>
void Banach::solve (const M& model, Vector<typename M::number_type> x)

{
typedef typename M::number_type N;

Vector<N> r(model.size()); // Residuum

Vector<N> y(model.size()); // temporaere Loesungen
model .F(x,1); // berechne das nichtlineare Residuum

N RO(norm(r)); // Norm des Anfangsrestiduums

N R(RO); // Norm des aktuellen Residuums
converged = false;

// mazimal so viele Iterationen wie in Matriz festgelegt sind
for (size_type i=1; i<=maxit; i++)

{
if (R<=abslimit) //pruefe Absolutbetrag des Residuums
{
converged = true;
return;
}

Falls das vorlaufige Ergebnis noch nicht genau genug war (< abslimit), geht es in die
néchste Iteration, bei der zunéchst der eigentliche Iterationsschritt ausgefithrt wird
und anschlieffend mittels Norm getestet wird, ob das Ergebnis nun genau genug ist
und man anschliefsfend wieder zum Beginn der for-Schleife springt. Ist das Ergebnis
genau genug, hat die Funktion ihren Zweck erfiillt und wird beendet.

// next iterate

y = %3

y.update (-sigma,r); // y = zT-sigma*z

model .F(y,r); // r = F(y)

N newR (norm(r)); // Norm berechnen

X = y; // Annahme der neuen Iterierten
R = newR; // Normspeicherung

// check convergence
if (R<=reduction*RO || R<=abslimit)
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converged = true;
return;
}
}

e Der bool-Wert, den folgende Funktion zuriick gibt, wird am Anfang immer auf false
gesetzt. Lost die Funktion solve das Gleichungssystem erfolgreich, so setzt sie den
Wert auf true und als private Member der Klasse bleibt dieser Wert dann auch
erhalten. Somit sagt einem diese Funktion, ob das Fixpunktverfahren schon mal
erfolgreich war und damit auch wieder erfolgreich sein wird.
bool Banach::has_converged () const
{

return converged;

}

2.6 QR Zerlegung mittels Gram-Schmidt Orthogonalisierung
2.6.1 Gram-Schmidt Verfahren

Das Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt wird verwendet um eine Orthonor-
malbasis ) von Bild(A) zu berechnen. Die dabei entstandene Matrix erfiillt die Eigenschaft
QT *Q = I bzw. QT = Q. Zur Berechnung dieser stehen in HDNUM zwei Varianten zur
Verfiigung:

DenseMatrix <number> A(3, 3);

Ao, 0) = 1; ACO, 1) = 2;
ACL, 0) = 1; A(L, 1) 3;

DenseMatrix <number> Q1 (gram_schmidt (A))
DenseMatrix <number> Q2(modified_gram_schmidt (A))

Der modified gram schmidt Algorithmus besitzt dabei den Vorteil, dass er nicht so an-
fallig fiir Rundungsfehler ist, wie der gram schmidt Algorithmus. Dies spielt besonders
bei Matrizen mit einer hohen Konditionszahl eine Rolle.

2.6.2 Kurze Einleitung zur QR-Zerlegung

Die QR-Zerlegung wird angewandt um A in eine Orthonormalbasis ) und eine rechte obere
Dreiecksmatrix R zu zerlegen, sodass gilt: A = Q*R. Bei Matrizen, die mehr Spalten als
Zeilen aufweisen, oder keinen vollen numerischen Rang haben, ist zusétzlich eine Pivoti-
sierung mit Spaltentauschen notwendig. Diese wirkt dariiber hinaus auch rank-revealing,
kann also benutzt werden um den Rang einer Matrix zu bestimmen. Bei dieser gilt dann:
A*P = Q*R, wobei P eine Permutationsmatrix ist.

2.6.3 QR-Zerlegung - Erklarung der Funktionen

Die einfache Zerlegung ohne Pivotisierung kann folgendermafien in einem Programm um-
gesetzt werden:

e Zu Beginn erstellt man die Matrix A die zerlegt werden soll und speichert sie ab, da
diese im Laufe der Zerlegung iiberschrieben wird:
DenseMatrix <number> A(3, 3);

AC0, 0) = 1; A(0, 1) = 2; A(O, 2)
A(1, 0) = 1; A(1, 1) = 3; AU, 2)

3;
-5;
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A(2, 0) = 2; A(2, 1) = 4; A(2, 2) = 19;

DenseMatrix <number> Q(A);

Die Zerlegungsfunktion gibt die Matrix R als Riickgabewert zuriick, am besten
fangt man diesen mit dem copy constructor der DenseMatrix ab. Dabei sind die
Funktionen qr gram schmidt und qr gram schmidt simple nahezu identisch. Da
qr_gram_schmidt simple am Anfang jedoch die iibergebene Matrix abspeichert,
wahrend qr_gram schmidt rein in-place arbeitet, ist qr_gram schmidt immer prio-
risiert zu verwenden. Da die Matrix wiahrend der Funktion iiberschrieben wird, sollte
sie davor abgespeichert werden:

DenseMatrix <number> Q1(A);
DenseMatrix <number> Q2(A);

DenseMatrix <number > R1(qr_gram_schmidt(Q1l));
DenseMatrix <number > R2(qr_gram_schmidt (Q2));

Nun sind die beiden Matrizen @) und R erstellt, aus ihnen kann man sich einfach die
Matrix A wieder zuriickrechnen:

DenseMatrix <number> A1 (Q1*R1);
DenseMatrix <number> A2(Q2*R2);

Die Zerlegung mittels Pivotisierung akzeptiert alle Typen von Matrizen, ein Beispiel
mit n > m und keinem vollen Rang wére:

DenseMatrix <number> A(3, 4);

ACO, 0) = 1; ACO, 1) = 2; ACO, 2) = 3; ACO, 3) = 4;
AC1, 0) -5; A(1, 1) 9; A(1, 2) 2; A(1L, 3) 5;
A(2, 0) 3; A(2, 1) AC2, 2) = 12; A(2, 3) -22

I
|
©

Erganzend wird eine Variable um den Rang abzuspeichern und ein Permutationsvek-
tor benotigt. Zudem ist es sinnvoll wieder die Matrix A abzuspeichern, da diese im
Laufe der Funktion iiberschrieben wird:

DenseMatrix <number> Q(A);
int rank;
Vector<int> p(A.colsize());

Wie bei den anderen Varianten wird Matrix R zuriickgegeben:

DenseMatrix <number > R(qr_gram_schmidt_pivoting(Q, p, rank));

Hat Matrix A keinen vollen Rang verdndert sich bei der Zerlegung die Dimension
von @ und R, in solch einem Fall miissen diese noch nachtréglich modifiziert werden:

DenseMatrix <number> Q_right_dimension(A.rowsize (), rank);
DenseMatrix <number > R_right_dimension(rank, A.colsize());

for (int i = 0; i < Q_right_dimension.rowsize(); i++) {
for (int j = 0; j < Q_right_dimension.colsize(); j++) {
Q_right_dimension(i, j) = Q(i, j);
}
}
for (int i = 0; i < R_right_dimension.rowsize(); i++) {
for (int j = 0; j < R_right_dimension.colsize(); j++) {
R_right_dimension(i, j) = R(i, j);
}
}
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e Aus diesen kann die Ursprungsmatrix A zuriickgerechnet werden:

DenseMatrix <number> QR(Q_right_dimension*R_right_dimension);

e Durch die Pivotisierung wéahrend der Funktion hat ) R aber noch vertauschte Spalten,
mit Hilfe des Permutationsvektors konnen diese aber zuriickgetauscht werden:

permute_forward (QR, p);

3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Im folgenden Kapitel soll es um das zentrale Thema der Vorlesung Numerik 1 gehen,
das Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen. Zur Wiederholung: das ist eine Glei-
chung bei der eine Funktion, sowie auch Ableitungen der Funktion vorkommen und man
versucht herauszufinden, welche Funktion die Gleichung erfiillt. HDNUM stellt einige hilf-
reiche Werkzeuge zum Ldsen von solchen Differentialgleichungen zur Verfiigung. Es zeigt,
wie eine Differentialgleichung aufzubereiten ist, damit sie ein Solver (wie die im einzelnen
Funktionieren sei der Vorlesung und ihren Beweisen iiberlassen) losen kann und beinhal-
tet zugleich mehrere solcher Solver. Fakt ist, dass sowohl Differentialgleichungen, als auch
Solver in Klassen verpackt sind. Diese Klassen miissen bestimmte Methoden haben, damit
sie untereinander kompatible sind. Fangen wir doch einmal mit einem Beispiel fiir eine
Differentialgleichung an:

3.1 Das Paradebeispiel fiir eine DGL in HDNUM - modelproblem.hh

e Diese Datei beinhaltet lediglich die Klasse ModelProblem, welche genau die Methoden
enthélt, die fiir die Kompatibilitdt mit jedem Solver aus HDNUM noétig sind. Also
muss jede Differentialgleiungsklasse genau diese Methodendeklarationen aufweifsen!

e Die komplette Information iiber eine Differentialgleichung ist in der Implementierung
der Methoden enthalten.

e Die Datei ist so geschrieben, dass Objekte der Klasse ModelProblem Modelprobleme
im Sinne der Vorlesung sind, kann aber fiir jede beliebige Differentalgleichung um-
geschrieben werden. Dabei ist zu beachten, dass alle Funktionskopfe der Methoden
nicht verdandert werden. Nur so bleibt die neue DGL mit unseren Solvern kompatibel.

e Ein Objekt der Klasse Modelproblem entspricht dann einer zu l6senden Differential-
gleichung.

e [st die Datei im Header eingebunden, kann man im Programm Objekte der Klasse
Modelproblem erstellen und mit dem Wissen der néchsten Abschnitte dann auch
l6sen.

template<class T, class N=T>
class ModelProblem
{
public:
typedef std::size_t size_type;
typedef T time_type;
typedef N number_type;

ModelProblem (const N& lambda_)
lambda (lambda_);
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std::size_t size () const;
void initialize (T& tO, hdnum::Vector<N>& x0) const; //Anfangswerte

void f (const T& t, const hdnum::Vector<N>& x, //Funktion f
hdnum: :Vector<N>& result) const;
void f_x (const T& t, const hdnum::Vector<N>& x, //Jacobi Matriz wvon f

hdnum: :DenseMatrix<N>& result) const;

private:
N lambda;
}s

e Bei den Typedefs am Anfang handelt es sich zwar nicht um Methoden, diese sind
jedoch auch eine kurze Erklarung wert. Man sieht daran gut, dass es sich um eine
Template-Klasse handelt und nie von vornherein klar ist, welcher Datentyp dann
eigentlich verwendet wird. Die Typedefs sind da, damit der Solver spéter erkennen
kann, mit welchem Zahlentyp die Modellklasse eigentlich arbeitet. Wir verwenden sie,
damit uns die Moglichkeit bleibt, mit sehr genauen Datentypen (multiple precision)
zu arbeiten.

e Der Konstruktor initialisiert falls bendtigt private Parameter. Solche muss es aber
nicht immer geben.
template <class T, class N=T>
ModelProblem::ModelProblem (const N& lambda_)

lambda (lambda_)
{}r

e Mit dieser Funktion legt man fest, welche Dimension die zu l6sende Differentialglei-
chung hat.
template <class T, class N=T>
std::size_t ModelProblem::size () const

{

return 1;

}

e Hier legt man die Anfangswerte fest. ¢g ist der zeitliche Anfangswert, wihrend xg der
Vektor der Anfangswerte ist. Im eindimensionalen enthélt er also nur einen Eintrag.
template <class T, class N=T>
void ModelProblem::initialize (T& tO, hdnum::Vector<N>& x0) const
{

t0 = 0;
x0[0] = 1.0;

e Die Funktion f beinhaltet die eigentliche Differentialgleichung. Dabei wird der Vektor
result, also die Losung der Funktion f zum Zeitpunkt t berechnet.
template <class T, class N=T>
void ModelProblem::f (const T& t, const hdnum::Vector<N>& x,
hdnum::Vector<N>& result) const

{
result [0] = lambdax*xx[0];

e Diese Funktion stellt die Jacobi-Matrix der Funktion f in result zur Verfiigung.
Diese wird von impliziten Solvern benétigt.

20



template <class T, class N=T>
void ModelProblem::f_x (const T& t, const hdnum::Vector<N>& x,
hdnum: :DenseMatrix<N>& result) const

{
result [0] = lambda;

e Im privaten Teil der Klasse stehen eventuell bendtigte Parameter.
3.2 Anwendungsbeispiel fiir modelproblem.hh
Die Datei modelproblem_high_dim.hh ist eine Umformulierung der Datei modelproblem.hh
-2
und stellt die Differentialgleichung /() = <_52 5 ) * u(t) mit Anfangswert u(l) =

3
rentialgleichung.

1
< > da. Damit ist sie ein Beispiel fiir die Darstellung einer mehrdimensionalen Diffe-

3.3 Der Solver 16st die DGL - modelproblem.cc

e Diese Datei ist ein Musterbeispiel zum Losen von gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen.

e Sie zeigt, wie man Differentialgleichungsklasse und Solverklasse so kombiniert, dass
die Differentialgleichung gelost und das Ergebnis derart in eine Datei geschrieben
wird, dass man es plotten kann.

#include <iostream>
#include <vector>

#include "hdnum.hh"
#include "modelproblem.hh"
#include "expliciteuler.hh"

Im Header wird neben Bibliotheken auch das Modelproblem, sowie eine Datei zur Lo6-
sung der Differentialgleichung eingebunden. In diesem Fall soll die Differentialgleichung
mit dem expliziten Euler gelost werden.

int main ()

{
typedef double Number; // Definiert Zahlentyp
typedef ModelProblem<Number > Model; // Definiert Modeltyp
Model model(-1.0); // Objekt der Klasse mit lambda=-1
typedef ExplicitEuler <Model> Solver; // Waehle einen Solver
Solver solver (model); // initialisiere Solwver mit Model
solver.set_dt (0.02); // Setze Zeitabstaende
hdnum: :Vector <Number> times; // Vektor fuer Zeitabstaende
hdnum::Vector <hdnum::Vector <Number>> states; // Loesungsvektor
times.push_back(solver.get_time ()); // Anfangszeit in Vektor speichern
states.push_back(solver.get_state()); // Anfangswert in Vektor speichern
while (solver.get_time()<5.0-1e-6) // Schleife zum Loesen
{
solver.step ();
times.push_back(solver.get_time ()); // Zeit speichern
states.push_back(solver.get_state()); // Wert speichern
}
gnuplot ("mp2-ee-0.02.dat",times,states); // Adusgabe wird im Abschnitt

// ueber Gnuplot erklaert
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return O;

}

Ein Alternativbeispiel ist die Datei modelproblem_high_dim.cc. Indem man beim Sol-
ver EE durch andere Solver aus ode.hh (Erklérung siehe unten) ersetzt, kann man die DGL
mit verschiedenen Mitteln 16sen und sieht dabei gleich ein Beispiel, dass eine DGL mit allen
unseren Solvern kompatibel ist.

3.4 Was muss ein Solver konnen? - expliciteuler.hh

e Diese Datei enthélt die Klasse ExplicitEuler.
e In der Klasse gibt es alle Methoden, die ein Solver in unserem Kontext braucht.

e Alle Solver haben mindestens die Methoden, die ExplicitEuler hat, eventuell noch
ein paar mehr.

e Mit Hilfe dieser Datei kann man alle Differentialgleichungen 16sen, die die bereits
erwihnte Darstellung in einer Klasse besitzen.

template<class M>
class ExplicitEuler
{
public:
typedef typename M::size_type size_type;
typedef typename M::time_type time_type;
typedef typename M::number_type number_type;

ExplicitEuler (const M& model_)

model (model_), u(model.size()), f(model.size());
void set_dt (time_type dt_);
void step ();
const hdnum::Vector<number_type>& get_state () const;
time_type get_time () const;
time_type get_dt () const;

private: //Die private Member sind bei jedem Solver &hnlich.
const M& model; //Referenz auf das Model ist IMMER wvorhanden
time_type t, dt; //Zeitlichen Variablen
hdnum::Vector <number_type> u; //Vektor zur Speicherung von Zeitschritten
hdnum::Vector <number_type> f; //mindestens einem Vektor
// zur Speicherung wvon Loesungen

e Zuerst noch eine kurze Bemerkung zu den Typedefs am Anfang: Der Solver hat
zuandchst im Konstruktor nur eine Referenz auf ein Model bekommen. Damit ist aber
noch nicht klar, mit welchen Zahlentypen im Model gearbeitet wird und ob man die
Funktionen davon aufrufen kann. Um dies festzusetzen dienen die Typedefs. Somit
kann der Solver DGLs fiir beliebige Zahlentypen 16sen und erst beim Kompilieren
wird festgelegt, welcher eigentlich gemeint ist.

e Der Konstruktor speichert eine Referenz zu dem Model, das er 16sen soll. Auferdem
werden hier Parameter fiir den Losungsalgorithmus wie die Grofle der Zeitschritte,
Anfangswerte, oder dhnliches festgelegt.
template<class M>

ExplicitEuler::ExplicitEuler (const M& model_)
model (model_), u(model.size()), f(model.size())
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model .initialize(t,u);
dt = 0.1;

e Da Solver die Losung (Zeit-)Schritt fiir (Zeit-)Schritt berechnen, kann man festle-
gen, wie groft diese Schritte sein sollen. Je grofer die Schritte, desto ungenauer das
Ergebnis, aber desto geringer der Rechenaufwand.
template<class M>

void ExplicitEuler::set_dt (time_type dt_)

{
dt = dt_;
}

e Der eigentliche Losungsalgorithmus steht in der Funktion step. Sie entscheidet, wie
man vom einem zum n#chsten Schritt gelangt. Hier steht also der Algorithmus des
expliziten Eulers.

template<class M>
void ExplicitEuler::step ()

{
model .f(t,u,f); // berechnet Wert won f an der Stelle ¢t
u.update(dt,f); // naechster Funktionswert ist alter Wert+dt*f(t)
t += dt; // die Zeit wird um dt mnach vorne gesetzt

}

e Der bisher errechnete Losungsvektor:

template<class M>
const hdnum::Vector<number_type>& ExplicitEuler::get_state () const
{

return u;

}

e Der Zeitpunkt, der gerade berechnet wurde:

template<class M>
time_type ExplicitEuler::get_time () const
{

return t;

}

e Das aktuelle dt (Schrittweite):

template<class M>
time_type ExplicitEuler::get_dt () const
{

return dt;

}

3.5 Einschub: Gnuplot in ode.hh

Ein numerischer Solver kann uns natiirlich keine analytische Losung einer DGL in Form
einer konkreten Funktion liefern. Er kann uns aber sagen, wie die Losungsfunktion an ganz
vielen Punkten aussieht. Damit wir mit diesen vielen Zahltupeln etwas anfangen koénnen,
visualisieren wir sie mit Gnuplot. Folgende Template-Funktionen machen uns dies sehr
leicht und schreiben das Ergebnis im richtigen Format in eine Datei, sodass wir es dann
direkt plotten konnen.
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1. void gnuplot (const std::string& fname, const std::vector<T> t,
const std::vector<Vector<N> > u)

Nur fiir eindimensionale DGL geeignet! Man iibergibt der Funktion einen Dateinamen
(.dat) in Anfiihrungsstrichen, sowie Zeit und Losungsvektor. Die Funktion sorgt da-
fiir, dass die Daten in einer Art Tabelle in einer Datei mit dem gewiinschten Namen
stehen. Diese Datei kann man dann plotten.

2. void gnuplot (const std::string& fname, const std::vector<T> t,
const std::vector<Vector<N> > u, const std::vector<T> dt)

Fiir zweidimensionale DGL geeignet! Man iibergibt der Funktion die gleichen Daten
wie oben und zusétzlich noch den zweiten Losungsvektor. Das Ergebnis ist ebenfalls
analog. Man beachte beim plotten dann allerdings die Eigenheiten der Mehrdimen-
sionalitat.

Als Beispielvorlage kann der Code im vorhergehenden Abschnitt am Ende gesehen
werden.
Die wichtigsten Gnuplotbefehle im Terminal:

1. gnuplot - 6ffnet Gnuplot

2. plot ’dateiname.dat’using 1:2 - plottet im zweidimensionalen unter Verwendung
der Zeilen eins und zwei

3. plot ’dateiname.dat’using 1:2, ’dateiname.dat’using 1:3 - plottet im zwei-
dimensionalen zwei Graphen

4. splot ’dateiname.dat’using 1:2:3 - plottet im dreidimensionalen

5. exit - beendet gnuplot

3.6 Einschrittverfahren - ode.hh

Nachdem wir uns jetzt angeschaut haben, wie genau eine Differentialgleichung und ein Sol-
ver in eine Klasse verpackt werden miissen, damit sie untereinander kompatibel sind und
wie man mit dem Solver dann die Differentialgleichung 16st, konnen wir dazu iibergehen
uns mehrere solcher Solver anzuschauen. In der Vorlesung lernt man dazu die impliziten
und expliziten Runge-Kutta Verfahren als wichtigste Beispiele kennen. Der explizite Euler
den wir zuvor schon als Beispiel hatten gehort auch dazu. In der Datei ode.hh sind mehre-
rer solche Solver implementiert. Damit man eine beliebige Differentialgleichung (natiirlich
wieder in einer Klasse verpackt) mit jedem Solver losen kann, haben diese Solverklassen
alle Methoden mit den jeweils gleichen Funktionsképfen. Lediglich in der Art wie diese
Funktionen dann implementiert sind unterscheiden sie sich, was dann das einzelne Verfah-
ren ausmacht. Zusétzlich zu den Methoden der zuvor behandelten Klasse ExplicitEuler
haben die Klassen in ode.hh noch einige zusétzliche Funktionen. Die Verfahren mit Schritt-
weitensteuerung sind ebenfalls leicht abgewandelt.

3.6.1 Die Verfahren in ode.hh

e Explizite Runge-Kutta Verfahren

— EE - expliziter Euler
— ModifiedEuler
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Heun2
— Heun3

— Kutta3

RungeKutta4
e [mplizite Runge-Kutta Verfahren

— IE - impliziter Euler
— DIRK - Diagonal implizites Verfahren

e Schrittweitensteuerung

— RKF45

— RE - Richardsonextrapolation

3.7 Das allgemeine Runge-Kutta-Verfahren - RungeKutta

Diese Klasse ist dazu gebaut, um eine Differentialgleichung mit einem beliebigen expliziten
oder impliziten Runge-Kutta-Verfahren zu Losen. Die Differentialgleichung muss dabei auf
die gleiche Weise wie bisher in einer Klasse implementiert sein.

3.7.1 Bedienung der Klasse RungeKutta

Der einzige Unterschied zur Handhabung einer anderen Solverklasse besteht darin, dass
dem Konstruktor zuséatzlich noch das Butcher-Tableau des gewiinschten Verfahrens tiber-
geben werden muss. Der Funktionskopf im Namespace hdnum sieht folgendermafen aus:

M& model, DenseMatrix<number_type> A_, Vector<number_type> b_,
Vector <number_type> c_)

Die Matrix A_ und die Vektoren b_ und c_ kommen direkt aus dem Butcher Tableau.
Alles Weitere ist dann analog zu den anderen Solverklassen. N ist ein Templateparameter
der Klasse. Méchte man statt dem Newtonverfahren das Banachverfahren zur Lésung von
nichtlinearen Gleichungssystemen verwenden, so ist Banach ein zweiter Templateparameter
den man beim Erzeugen eines Objektes davor schreibt. In diesem Fall macht es auch Sinn
dem Konstruktor als weiteres Argument am Schluss noch einen number type sigma__ zu
iibergeben. Der entsprechende Konstruktor ist implementiert. Das kénnte dann folgender-
mafen aussehen:

Solver (model, A, b, c, 0.5)
Dabei miisste dann model ein Modelproblem vom Typ Model sein und A eine n X n

Matrix, sowie b und ¢ n-dimensionale Vektoren. Das Sigma im Banachverfahren wére in
diesem Fall dann 0,5.

Die Algorithmen hinter Funktion void step

e Die Funktion step unterscheidet von Anfang an, ob es sich um ein explizites oder
implizites Verfahren handelt. (Die Testfunktion erkennt dies am Butchertableau).

e Im expliziten Fall sind alle Werte bekannt und in privaten Variablen gespeichert,
um ul = UZ—1 + hp(biky + ... + bsks) mittels &y = f(tn_l,uz_l), ki = f(th—1 +
cihn,uz_l + hy, Z;;ll a;jk;) zu berechnen. Dabei wird die Funktion f von der Pro-
blemklasse bereitgestellt
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e Im impliziten Fall gilt es k; = f(tn—1 + cihn, uzﬂ- + hy, Z§:1 a;jk;) firi=1,...,s zu
l6sen und damit uz = uﬁ,l + hp, Zle b;k; zu bestimmen. Numerisch ist es jedoch
einfacher, zunéchst z; := h,, Zj‘:l a;jk; fiir i =1, ..., s zu berechnen und dann die k;
iiber K = h,,'!A~1Z zu bestimmen. Dabei sind K und Z Vektoren aus Vektoren.

Falls b7 gleich der letzten Zeile von A ist, kann man sich die Berechnung der k; sparen
und direkt u” = u,_1 + zs berechnen. Die nichtlinearen Gleichungssysteme bei der
Berechnung der z; werden wahlweise mit dem Banach- oder Newtonverfahren gelost,
fiir die eine Problemklasse erstellt wird.

e Sowohl fiir das Banach- als auch fiir das Newtonverfahren benétigt man eine be-
stimmte Problemklasse, die das zu l6sende Problem modelliert. In unserem Fall erfiillt
diesen Zweck die Klasse ImplicitRungeKuttaStepProblem. Diese wird im Konstruk-
tor mit allen wichtigen Groften der Klasse RungeKutta initialisiert. Wichtig zu wissen
ist jedoch, dass Banach- und Newtonverfahren keine Nullstellen von Funktionen, die
Vektoren von Vektoren als Argument haben, berechnen kénnen. Deshalb muss man
Z als einen Vektor der Grofse n * s auffassen und erst danach wieder auf s Vektoren
der Grofse n zuriickrechnen.

e Das Herzstiick der Klasse ImplicitRungeKuttaStepProblem sind die Funktionen
void F und void F_x. In der ersten wird die Funktion modelliert, die annuliert wird,
wenn die richtigen z; getroffen sind, wahrend die zweite Funktion nur im Newtonver-
fahren benoétigt wird und die Jacobimatrix der ersten Funktion bereitstellt.

e Die Funktion F sieht dabei folgendermafen aus:
21 Fi(z1, .y 25)
F:R™ R™ | 7 | —
Zs Fs(z1, ..y 25)
wobei Fj(z1,...,25) = z; — hy, ijl aij f(tn—1 + Cjhn,un—1 + z;) fir i =1, ..., s.

e Die zu berechnende Jacobimatrix ist eine Blockmatrix aus s x s Blocken der Grofie
n x n. Dabei gilt fir den (7, j)-ten Block:

OF; 0 >
Jig = 5 (2150 25) = 5 (20 = > i f(tn1 + ekl un1 +21)) (1)
% % k=1
= 51 il — hn Zs: aikif(tn—l + Ckhn Up—1 + Zk:) (2)
’ o 9% 7
of
= 5@'[ — hnaij—(tn—1 + thm Un—1 + Zj) (3)
8zj

g—i erhalten wir dabei aus der Funktion f_x der Differentialgleichungsklasse.

3.7.2 Konsistenzordnungstests mit void ordertest

Mit dieser Funktion kann man die Konsistenzordnung eines allgemeinen Runge-Kutta-
Verfahrens, dessen Butchertableau man kennt, bestimmen. Dazu ist es jedoch nétig, in der
Klasse der Differentialgleichung die exakte Losung in der eine Funktion u anzugeben. Ein
Beispiel dazu findet man in der Datei modelproblem.hh. Der Funktionskopf von ordertest
sieht folgendermafien aus:
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template<class M, class S> void ordertest(const M&
model, S solver, Number T, Number h_O, int L)

Dabei beschreibt model eine gewohnliche Differentialgleichung, solver ist ein Loser
und T der Zeitpunkt, der fiir den Konsistenzordnungstest verwendet werdern soll. hg ist
die initiale Schrittweite und L die Anzahl, wie oft hg bei der Berechnung halbiert werden
soll. Auf der Konsole wird dann in der i-ten Zeile der Fehler im i-ten Schritt, sowie die
damit berechnete Konsistenzordnung ausgegeben. Ein kurzes Anwendungsbeispiel gibt es
in der Datei model_ordertest.cc.

Berechnung der Konsistenzordnung

e Fiir die Konsistenzordnung « gilt: ||u — up|| = Ch®

T)— T Ch& « . .. .
o Fyin, = w = Ché = (%) , wobei h; = g—? gewahlt wird.

e o= 7109}3"}31’"2
tog (%)

e Im Fall, dass T nicht direkt von einem Zeitschritt getroffen wird, also wp,(T") nicht
direkt berechnet wird, muss man den Berechnungsalgorithmus anpassen. Dabei unter-
scheidet man mehrere Félle. Wird T fast getroffen (Abstand kleiner als vorgegebenes
€), so nimmt man diesen Wert, das heifst man vergrofert den letzten Schritt um ma-
ximal €, sodass man T genau trifft. Andernfalls veréndert man die Schrittweite der
letzten ein oder zwei Schritte um T genau zu treffen.

3.8 Anwendungsbeispiele

Im Ordner examples/numl sind einige interessante Anwendungsbeispiele gegeben, bei de-
nen man sehen kann, wie die Verfahren aus der Vorlesung in anderen Naturwissenschaften
verwendet werden.

3.8.1 Hodgkin-Huxley-Modell

Das Hodgkin-Huxley-Modell kommt aus der Neurobiologie und beschreibt die Vorgange
an der Zellmembran einer Nevenzelle bei der Reizweiterleitung. Fiir genauere Erklarungen
siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Hodgkin-Huxley-Modell.

3.8.2 n-body Problem

Das n-body Problem ist ein Problem der Astrophysik, bei dem es um die Bewegungen
von Himmelskérpern geht. Fiir genauere Erkldrungen siehe https://en.wikipedia.org/
wiki/N-body_problem.

3.9 Van der Pol Oszillator

Dabei handelt es sich um ein Schwingungsbeispiel, dass in unserem Fall ein gutes Bei-
spiel fiir eine steife Differentialgleichung ist. Genaueres dazu gibt es unter https://de.
wikipedia.org/wiki/Van-der-Pol-System bei Wikipedia.
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Anhang A Kleiner Programmierkurs

Anhang B Unix Kommandos

In der folgenden Tabelle sind die wichtigsten Kommandos fiirs Terminal (das schwarze
Fenster) zusammengestellt. Alle Worte in Grofsbuchstaben sind Platzhalter.

Kommando Auswirkungen
cd gehe ins home-Verzeichnis
cd ORDNERNAME gehe in einen Ordner, dieser muss im Ordner enthalten sein,
in dem man sich gerade befindet
cd .. gehe einen Ordner héher
Is zeigt an, was sich in dem Ordner befindet,

in dem man gerade ist

tar cvf GEWUNSCHTERNAME.tar

Inhaltl.cc Inhalt2.cc ... Inhaltn.cc erstellt ein Tar-Archiv
tar xvf TARNAME.tar entpackt das Tar
g++ -std=c++11 -o DATEINAME
DATEINAME.cc kompilieren (-std=c++11 braucht nicht jeder)
./DATEI Ausfiihren der Datei
Literatur
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